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Определение 1. Сферой Римана называется множество ℂ ∪ { ∞ }. При
этом точка ∞ считается близкой ко всем точкам 𝑧 с достаточно большим
модулем.

Определение 2. Отображение вида 𝑧 ↦ u�u�+u�
u�u�+u� называется дробно-линей-

ным.

Задача 1. Найдите образы и прообразы точек 0, 1, ∞ при отображе-
ниях:

a) 𝑧 ↦ u�+1
u�−1 ;

b) 𝑧 ↦ 𝑧 + 1;
c) 𝑧 ↦ 2𝑖𝑧;
d) 𝑧 ↦ u�

u�+1 .

Задача 2. Найдите неподвижные точки отображений из предыдущей
задачи.

Задача 3. При каких значениях 𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑 формула 𝑧 ↦ u�u�+u�
u�u�+u� задаёт

биекцию ℂ̄ → ℂ̄?

Задача 4. Когда отображения 𝑧 ↦ u�u�+u�
u�u�+u� и 𝑧 ↦ u�′u�+u�′

u�′u�+u�′ совпадают?

Соглашение 1. Далее мы всюду будем рассматривать только биективные
дробно-линейные отображения сферы Римана в себя. Более того, мы бу-
дем считать, что коэффициенты масштабированы так, что 𝑎𝑑 − 𝑏𝑐 = 1.

Задача 5. Сколько неподвижных точек может иметь дробно-линейное
отображение ℂ̄ → ℂ̄?
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Задача 6. Для каждого из ответов в предыдущей задаче приведите при-
мер отображения, у которого все неподвижные точки конечные, и
пример отображения, у которого одна из неподвижных точек —
бесконечность.

Задача 7. Убедитесь, что композиция двух дробно-линейных отображе-
ний — снова дробно-линейное отображение. Комментарий: если вы
вычислили коэффициенты композиции, то заодно могли убедиться,
что композиции соответствует произведение матриц.

Определение 3. Если ℎ: 𝑋 → 𝑌  — биекция, а 𝑓 : 𝑌 → 𝑌  — произволь-
ное отображение, то отображение ℎ ∘ 𝑓 ∘ ℎ−1 : 𝑋 → 𝑋 называется со-
пряжённым к отображению 𝑓 . Мы будем рассматривать только случай
дробно-линейных отображений 𝑓 , ℎ.

Задача 8. Докажите, что неподвижные точки ℎ∘𝑓 ∘ℎ−1 — образы непо-
движных точек отображения 𝑓 под действием ℎ.

Задача 9. Докажите, что дробно-линейное отображение с двумя непо-
движными точками сопряжено отображению вида 𝑧 ↦ 𝜆𝑧.

Задача 10. Докажите, что дробно-линейное отображение с одной непо-
движной точкой сопряжено отображению вида 𝑧 ↦ 𝑧 + 1.
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