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Don’t ever be too full for dessert.
A child

МА-74. НЕСОБСТВЕННЫЕ ИНТЕГРАЛЫ

§1. Бесконечный промежуток

Понятие определённого интеграла
b∫

a

f(x)dx естествен-

ным образом обобщается на случай неограниченного проме-
жутка [a, b]. Пусть f(x) определена на [a,∞) и интегрируема
на любом отрезке [a,A] ⊂ [a,∞), тогда:

• несобственный интеграл функции f(x) от a до ∞
определяется как предел (конечный или бесконечный)

∞∫
a

f(x)dx = lim
A→∞

A∫
a

f(x)dx (1)

Если предел конечен, то говорят, что интеграл (1) сходится.
Если бесконечен, то — расходится.

Аналогично определяется интеграл

a∫
−∞

f(x)dx = lim
A→−∞

a∫
A

f(x)dx. (2)

Наконец, если существуют оба интеграла (1) и (2), то

∞∫
−∞

f(x)dx =

a∫
−∞

f(x)dx+

∞∫
a

f(x)dx.
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Примеры.

• При p 6= 1
A∫
1

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∣∣A
1

=
1

1− p
(A1−p − 1),

в случае p = 1
A∫
1

dx

x
= lnx|A1 = lnA.

В результате при A→∞ имеем

∞∫
1

dx

xp
=∞, если 0 < p 6 1

и
∞∫
1

dx

xp
=

1

p− 1
, если p > 1

•
∞∫
0

dx

1 + x2
= arctg x

∣∣∣∣∣∣
∞

0

=
π

2
.

• По закону гравитационного притяжения весmg тела массыm равен1

F = γ
Mm

R2
0

, (3)

где M — масса Земли, R0 — радиус Земли.
Если потенциальную энергию бесконечно удалённого от Земли те-

ла считать нулевой, u(∞) = 0, то, интегрируя работу FdR по удалению
тела в бесконечность, получаем

u(R) =

R∫
∞

FdR = −γMm

R

∣∣∣∣R
∞

= −γMm

R
.

1Хотя закон тяготения Ньютона декларирует (3) для точечных
масс, он справедлив и в случае притяжения однородных шаров.
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Вторая космическая скорость v∞ (позволяющая улететь
в бесконечность) определяется из условия

u(∞)− u(R0) = γ
Mm

R0
=
mv2∞
2

⇒ v∞ =

√
2γ
M

R0
.

• Работа газа при расширении от объёма V0 до V1 равна

A =

V1∫
V0

p dV

Допустим, газ расширяется адиабатически (без теплообмена с окру-
жающей средой) до бесконечности. Какая работа будет произведена?

При адиабатическом расширении взаимосвязь давления с объёмом
определяется законом Пуассона

pV k = const, k = cp/cv т. е. pV k = p0V
k
0

Следовательно,

Amax =

∞∫
V0

p0 V
k
0

V k
dV =

p0 V
k
0

1− k
V 1−k

∣∣∣∣∞
V0

=
p0 V0
k − 1

.

• При вращении графика кривой y = 1
x

в диапазоне (1,∞) вокруг оси

x образуется тело вращения (4), объём которого равен

V =

∞∫
1

πdx

x2
= π,

что получается как результат предельного суммирования объёмов
колец радиуса y = 1

x
и толщины 4x (4V = πy24x).

∆x

(4)

3



Интересно, что объём тела ограничен, но вертикальное плоское
сечение, проходящее через ось x, имеет бесконечную площадь (!)

S = 2

∞∫
1

dx

x
=∞.

Факт лежит в основе парадокса маляра.

• Часто думают, что для сходимости интеграла
∞∫
f(x)dx от положи-

тельной функции f(x) требуется f(x) → 0 при x → ∞. Это, правда,
больше психологический вопрос, чем математический.

x

y

n

2
(5)

На самом деле, если f(x) равна нулю вне треугольных пиков (высотой
f(n) = 2 и шириной основания 1/n2), рис. (5), то2

∞∫
f(x)dx =

∞∑ 1

n2
<∞. (6)

Понятно, что, не нарушая сходимости, высота пиков может расти до
бесконечности при подходящем убывании ширины.

Многие результаты о сходимости несобственных инте-
гралов перекликаются с признаками сходимости числовых
рядов. Особую роль играют абсолютно сходящиеся инте-

гралы
∞∫
f(x)dx, сходящиеся вместе с

∞∫
|f(x)|dx. Понятна в

этом контексте роль интегралов положительных функций.

• Если 0 6 f(x) 6 g(x) при достаточно больших x, то сходимость

G =

∞∫
g(x)dx влечёт за собой сходимость F =

∞∫
f(x)dx,

2Запись (6) интегралов и сумм без указания нижних пределов ин-
тегрирования/суммирования используется обычно для обозначения
факта сходимости или расходимости.
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а расходимость F — расходимость G.

• Если существует конечный предел

lim
x→∞

f(x)

g(x)
=M > 0,

то оба интеграла F и G сходятся или расходятся одновременно. (?)

§2. Интегралы от неограниченных функций

• Пусть теперь функция f(x) определена на [a, b), интегри-
руема на любом отрезке [a, c] ⊂ [a, b) и уходит в бесконеч-
ность при x → b − 0, т. е. при x стремящемся к b слева.

Тогда несобственный интеграл

b∫
a

f(x)dx определяется

как предел (конечный или бесконечный)

b∫
a

f(x)dx = lim
c→b−0

c∫
a

f(x)dx (7)

Как и прежде, если предел конечен, то говорят, что инте-
грал (7) сходится. Если бесконечен, то — расходится.

В указанных условиях точку b называют особой. Из кон-
текста ясно, что представляет собой несобственный инте-
грал, если особой является точка a, обе точки, a и b, либо
некоторая точка внутри отрезка [a, b].

Примеры.

• При p 6= 1

1∫
c

dx

xp
=

x1−p

1− p

∣∣∣∣1
c

=
1

1− p
(1− c1−p),

в случае p = 1
1∫
c

dx

x
= lnx|1c = − ln c.
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В результате при c→ 0 + 0 имеем

1∫
0

dx

xp
=

1

p− 1
, если 0 < p < 1 и

1∫
0

dx

xp
=∞, если p > 1

•
1∫

0

lnx dx = x lnx− x

∣∣∣∣∣∣
1

0

= −1.

•
1∫

0

dx√
1− x2

= arcsin 1− arcsin 0 =
π

2
.

•
π/2∫
0

tg x dx = −
π/2∫
0

d cosx

cosx
= − ln cosx

∣∣∣∣∣∣∣
π/2

0

=∞.

§3. Глубоко ли надо копать

Копать надо, сколько положено, — скажут в деканате.
Там учебная программа. Возникшая, разумеется, вследствие
заботы о нуждах Галактики. Но многое в той программе
включено/выключено по причине неуправляемого хаоса.
Один промахнулся, другой поддержал, у третьего не было
времени отфильтровать и причесать.

Но где провести черту в идеальной ситуации? В обста-
новке без нависающей дамокловым мечом системы образо-
вания, решившей всё за нас. Где остановиться, например, в
изучении несобственных интегралов? Ограничиться сказан-
ным выше или обратиться к Фихтенгольцу? Понятно, уни-
версального ответа быть не может. Кому-то и сказанного
многовато, а другой чувствует «это моё!» — и отдаётся хро-
нической тяге, забывая даже о продолжении рода. Тем не
менее в ситуации «общего положения» есть всё-таки разум-
ный ориентир. При изучении предмета планку имеет смысл
поднимать на такую высоту, начиная с которой можно легко
двигаться дальше самостоятельно.
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