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Удобства — это, как правило, вопрос жизни и смерти
математической дисциплины.

МА-4. Разложение Тейлора

§1. Тропа на вершину Тейлора

О полезности рассмотрения закоулков Вселенной с «диф-
ференциальной точки зрения» свидетельствуют многие фак-
ты. Один из них — теорема Ферма :

Пусть f(x) в точке x = a диф-
ференцируема и принимает ло-
кально максимальное значение,
т. е. f(a) > f(x) для всех x из
достаточно малой окрестности
точки a. Тогда f ′(a) = 0.

f(x)

x

J В предположении противного, f ′(a) 6= 0, — например, f ′(a) > 0,
линейная (самая большая при малом 4x) часть приращения

f ′(a)4x > 0 при 4x > 0,

т. е. f(a+4x) > f(a) при достаточно малых 4x > 0, что противоречит
наличию локального максимума в a. I

На ситуацию полезно взглянуть и с других позиций. При
движении точки в положении максимального удаления точ-
ка останавливается1 — скорость обнуляется. Очевидно так-
же, что касательная к графику в точке локального макси-
мума — горизонтальна, т. е. tgϕ = f ′(a) = 0.

1Чтобы двинуться обратно.
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Обратное, разумеется, неверно. У x3 производная (3x2) в нуле —
нуль, но максимума нет. В нуле у x3 точка перегиба.

Теорема Ролля. Пусть f(x)
дифференцируема на [a, b] и
f(a) = f(b). Тогда есть точка
ξ ∈ [a, b], в которой f ′(ξ) = 0.

f(x)

xa bξ

J Из f(a) = f(b) вытекает, что f(x) на [a, b] имеет или минимум,
или максимум. Далее решает ссылка на предыдущую теорему. I

Теорема Лагранжа. Пусть
f(x) дифференцируема на
[a, b]. Тогда существует точка
ξ ∈ [a, b], в которой

f(b)− f(a)
b− a

= f ′(ξ).

f(x)

xa bξ

Последнее равенство чаще записывают в виде

f(b)− f(a) = f ′(ξ)(b− a),

подчеркивая способ выражения приращения4f с помощью
умножения 4x = a− b на «среднюю скорость роста» f ′(ξ).

J Для доказательства введем вспомогательную функцию

ω(x) = f(x)− kx,

которая при k = [f(b)−f(a)]/(b−a) удовлетворяет условию ω(a) = ω(b).
Доказательство завершает применение к ω(x) теоремы Ролля. Для
некоторого ξ ∈ [a, b] будет ω′(ξ) = f ′(ξ)− k = 0. I
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• Теорема Коши. Пусть f(x) и g(x) дифференцируемы на
[a, b] и g′(x) 6= 0 в промежутке [a, b]. Тогда существует
точка ξ ∈ [a, b], в которой

f(b)− f(a)
g(b)− g(a)

=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

J Доказательство снова получается сведением к теореме Ролля с по-
мощью функции ω(x) = f(x)− kg(x), которая при

k = [f(b)− f(a)]/[g(b)− g(a)]

удовлетворяет условию ω(a) = ω(b). Точка ξ ∈ [a, b], в которой
ω′(ξ) = f ′(ξ)− kg′(ξ) = 0, даёт «то, что нужно». I

Теорема Коши допускает следующее усиление.

• Теорема Коши-плюс. Пусть функции f(x) и g(x) диф-
ференцируемы n + 1 раз в некоторой окрестности точки
a, и обращаются в этой точке в нуль вместе со своими n
производными, причём для x 6= a из этой окрестности

g(x) 6= 0, g′(x) 6= 0, . . . , g(n+1)(x) 6= 0.

Тогда существует точка ξ в окрестности a, в которой

f(x)

g(x)
=
f (n+1)(ξ)

g(n+1)(ξ)
.

J Если f(a) = g(a) = 0, то теорема Коши в применении к проме-
жутку [a, x] (или [x, a], если x < a) гарантирует существование такого
ξ ∈ [a, x], что

f(x)

g(x)
=
f ′(ξ)

g′(ξ)
.

Применим теперь этот факт к f ′(ξ)
g′(ξ)

, и так — n раз. I

• Теорема Дарбу Если f(x) дифференцируема на [a, b], то f ′(x) при-
нимает все промежуточные значения между f ′(a) и f ′(b). (?)
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Формально ктеореме Коши-плюс надо добавить замечание о про-
изводных высших порядков , поскольку до сих пор о повторном
дифференцировании речь не заходила.

• Дифференцируя f ′(x), получаем вторую производную f ′′(x) функ-
ции f(x). Дифференцируя f(x) n раз, — будем иметь n-ю производ-
ную f (n)(x) функции f(x). Для обозначения второй (n-й) производной

используется также запись
d2f

dx2

(
dnf

dxn

)
. Когда аргумент время —

популярны точки сверху, z̈ вместо z′′. Обычно f(x) предполагается
столько раз дифференцируемой, сколько требуется по контексту.

§2. Формула Тейлора

Кульминационным моментом дифференциального исчис-
ления обычно представляется следующий факт.

•Формула Тейлора. Пусть функция f(x) n+1 раз диф-
ференцируема в некоторой окрестности точки a. Тогда для
x достаточно близких к a справедлива формула

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · ·+ fn(a)

n!
(x− a)n + o((x− a)n)

J Легко видеть что аппроксимирующий полином

Pn(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) + · · ·+ fn(a)

n!
(x− a)n

имеет в a те же производные (до n-й включительно), что и f(x), —
поэтому функции2

ϕ(x) = f(x)− Pn(x) и ψ(x) = (x− a)n+1

удовлетворяют условиям теоремы Коши-плюс. Поэтому

ϕ(x)

ψ(x)
=
ϕn+1(ξ)

ψn+1(ξ)

в некоторой точке ξ в окрестности a.

2Имеющие в a нулевые производные, до n-й включительно.
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Очевидно, ϕn+1(ξ) = fn+1(ξ), ψn+1(ξ) = (n+ 1)! Поэтому

f(x)− Pn(x)
(x− a)n+1 =

fn+1(ξ)

(n+ 1)!
,

что и требуется, поскольку

fn+1(ξ)

(n+ 1)!
(x− a)n+1 = o((x− a)n). I

Если функция f(x) бесконечное число раз дифференци-
руема, скажем, в нуле, то велик соблазн представить её в
виде бесконечного ряда Тейлора

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+ · · ·+ fn(0)

n!
xn + . . . (1)

Вопрос в том, имеет ли смысл равенство (1). Оценки ма-
лости «хвоста» ряда Тейлора (остаточного члена) f(x) −
Pn(x) ничего не дают. Качество приближения f(x) поли-
номом Pn(x) улучшается с ростом n, но окрестность, где
это происходит, может уменьшаться до нуля. Поэтому для
знака равенства в (1) нет оснований. Ряд Тейлора может
расходиться или сходиться к другой функции.

Например, для функции f(x) = e−1/x
2

, доопределённой в нуле по
непрерывности (f(0) = 0), все производные f (n)(0) = 0. Поэтому её
ряд Тейлора (1) сходится к (равен) тождественному нулю.

Тем не менее для многих функций представление (1) справедливо,
причём не в малой окрестности, а на довольно широких областях и
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даже на всей числовой прямой. Например, представления3

ex = 1 +
x

1!
+
x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
+ . . . ,

sinx = x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n x2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . ,

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)n x2n

(2n)!
+ . . .

справедливы при любом x ∈ (−∞,+∞).

Так или иначе, но в теории функций комплексного переменного
устанавливается, что ряды Тейлора, с которыми приходится иметь де-
ло на практике, сходятся в обширных областях.

Вот ещё несколько рядов

arctg x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ . . . ,

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− x5

5
+ . . . , (|x| < 1),

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . . , (|x| < 1),

(1 + x)α = 1 +
α

1!
x+

α(α− 1)

2!
x2 + . . . , (|x| < 1).

Ради справедливости надо подчеркнуть, что тейлоровская темати-
ка ориентирована на изучение особенностей поведения функции в точ-
ке, — и там ограничение ракурса малыми окрестностями естественно.
Если бы задача состояла в аппроксимации функций на больших про-
межутках, то можно было бы вообще заходить с другого конца.

• Теорема Вейерштрасса-2. Для непрерывной на [a, b] функции
f(x) и любого ε > 0 всегда можно указать такой полином Pn(x),
что

|f(x)− Pn(x)| < ε для любого x ∈ [a, b].

3Именно глядя на эти ряды, как гласит легенда, Эйлер открыл свою
знаменитую формулу

eiϕ = cosϕ+ i sinϕ
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Это знаменитый результат, но уже из другой области и для других
целей. Равномерную аппроксимацию f(x) на [0, 1] (при n → ∞) обес-
печивают, например, полиномы Бернштейна:

Pn(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Cknx

k(1− x)n−k.
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