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Ëèñòîê 7.

Ïóñòü (X,Aµ, µ) � èçìåðèìîå ïðîñòðàíñòâî ñ êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé ìåðîé µ.

Ôóíêöèè ϕ =
∑n
k=1 ckIAk

, ãäå ÷åðåç IAk
îáîçíà÷àþòñÿ èíäèêàòîðû èçìåðèìûõ ìíîæåñòâ Ak, à ck ∈ R,

íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè. Äëÿ ïðîñòîé ôóíêöèè ϕ =
∑n
k=1 ckIAk

ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ∫
ϕdµ =

n∑
k=1

ckµ(Ak).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé íåîòðèöàòåëüíîé èçìåðèìîé ôóíêöèè f èíòåãðàë Ëåáåãà îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé∫
f dµ = sup

∫
ϕdµ,

ãäå ñóïðåìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïðîñòûì ôóíêöèÿì ϕ ≤ f . Ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà, åñëè òàêîé ñóïðåìóì

êîíå÷åí. Íàêîíåö â îáùåì ñëó÷àå èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà, åñëè èíòåãðèðóåìû åå ïîëîæè-

òåëüíàÿ ÷àñòü f+ = max{0, f} è îòðèöàòåëüíàÿ ÷àñòü f− = max{0,−f}. Â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè∫
f dµ =

∫
f+ dµ−

∫
f− dµ.

Çàäà÷à 1. Ïðîâåðüòå, ÷òî èíòåãðàë îò ïðîñòîé ôóíêöèè îïðåäåëåí êîððåêòíî: åñëè
∑
k ckIAk

=
∑
j qjIBj

,

òî
∑
k ckµ(Ak) =

∑
j qjµ(Bj). Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ èíòåãðàëà îò ïðîñòûõ ôóíêöèé âåðíû ñâîéñòâà∫

(αϕ+ βψ) dµ = α

∫
ϕdµ+ β

∫
ψ dµ, ϕ ≤ ψ ⇒

∫
ϕdµ ≤

∫
ψ dµ.

Çàäà÷à 2. Ïóñòü f � îãðàíè÷åííàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ íà (X,Aµ, µ).

(a) Äîêàæèòå, ÷òî f èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ≥ 0, òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé fn òàêàÿ, ÷òî

fn ≥ 0, fn(x) ≤ fn+1(x), fn ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f è èíòåãðàëû îò fn ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò f .

(c) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîñòûõ ôóíêöèé ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê f , òî è èíòåãðà-

ëû îò íèõ ñòðåìÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò f . Âûâåäèòå èç ýòîãî ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà

îò îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

Çàäà÷à 3. (Ïðîñòåéøèé âàðèàíò òåîðåìû Ëåáåãà) Ïóñòü fn, f � èçìåðèìûå ôóíêöèè íà èçìåðèìîì

ïðîñòðàíñòâå (X,Aµ, µ) ñ êîíå÷íîé íåîòðèöàòåëüíîé ñ÷åòíî-àääèòèâíîé ìåðîé µ. Åñëè |fn| ≤ C äëÿ âñåõ

n è íåêîòîðîé êîíñòàíòû C è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü fn ñõîäèòñÿ ê f ïî ìåðå µ (â ÷àñòíîñòè ýòî òàê, åñëè fn

ñõîäèòñÿ ê f ïî÷òè âñþäó), òî

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Ïðèâåäèòå ïðèìåð ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èçìåðèìûõ ôóíêöèé fn, êîòîðûå ñõîäÿòñÿ ïî÷òè âñþäó ê íóëþ íà

[0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà, íî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíòåãðàëîâ îò fn ïî [0, 1] íå ñõîäèòñÿ.

Çàäà÷à 4. Ïóñòü fn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èçìåðèìûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ïî÷òè âñþäó ñõîäÿòñÿ ê ôóíê-

öèè f îòðåçêå [0, 1] ñ ìåðîé Ëåáåãà. Äîêàæèòå, ÷òî

lim
n→∞

∫ 1

0

fn(x)e−f
2
n(x) dx =

∫ 1

0

f(x)e−f
2(x) dx.

Çàäà÷à 5. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäàíà îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ f íà îòðåçêå [0, 1]. Ïóñòü Tn � ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü ðàçáèåíèé îòðåçêà [0, 1] òî÷êàìè xnk = k/2n, ∆n
k = [xnk−1, x

n
k ) ïðè k < 2n è ∆k

n = [xkn−1, x
k
n] ïðè

k = 2n. Ïîëîæèì

hn =
∑
k

inf
∆n

k

fI∆n
k
, gn =

∑
k

sup
∆n

k

fI∆n
k
.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî hn ≤ f ≤ gn, hn ≤ hn+1 è gn+1 ≤ gn.
(b) Äîêàæèòå, ÷òî f èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

lim
n→∞

∫ 1

0

(gn − hn) dx = 0.
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(c) Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ [0, 1] ïî ìåðå Ëåáåãà gn(x) − hn(x) → ω(f, x), ãäå ω(f, x) �

êîëåáàíèå f â òî÷êå x.

(d) Äîêàæèòå êðèòåðèé Ëåáåãà: îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíà ïî÷òè âñþäó íåïðåðûâíà.

Çàäà÷à 6. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] ïî Ðèìàíó, òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî

Ëåáåãó è èíòåãðàëû ñîâïàäàþò.

Çàäà÷à 7. Ïóñòü f � íåîòðèöàòåëüíàÿ èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ (íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åííà). Â

ñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà è ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà

îò îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f ≤ g, òî
∫
f dµ ≤

∫
g dµ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè g ≥ 0, òî

∫
f dµ+

∫
g dµ ≤

∫
(f + g) dµ.

(c) Äîêàæèòå, ÷òî f èíòåãðèðóåìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èíòåãðàëû îò [f ]N = min{f,N} ðàâ-
íîìåðíî îãðàíè÷åííû. Ïîêàæèòå, ÷òî â ñëó÷àå èíòåãðèðóåìîñòè èíòåãðàëû îò [f ]N ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó

îò ôóíêöèè f .

(d) Ïóñòü g ≥ 0. Ïðîâåðüòå, ÷òî [f + g]N ≤ [f ]N + [g]N . Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàë îò ñóììû äâóõ

íåîòðèöàòåëüíûõ ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ.

(e) Ïóñòü hn ≥ 0 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è

∫
|hn − f | dµ → 0. Äîêàæèòå, ÷òî

èíòåãðàëû îò hn ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò ôóíêöèè f .

Çàäà÷à 8. Ïóñòü f � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ (íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíà îãðàíè÷åííà èëè ïîñòîÿííîãî çíàêà).

Â ñëåäóþùèõ óïðàæíåíèÿõ ìîæíî ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèåì èíòåãðàëà, ñâîéñòâàìè èíòåãðàëà

îò îãðàíè÷åííûõ ôóíêöèé è çàäà÷åé 7.

(a) Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå µ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ |f |
èíòåãðèðóåìà ïî µ.

(b) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè f èíòåãðèðóåìà, òî èíòåãðàëû îò [f ]N := [f+]N−[f−]N ñòðåìÿòñÿ ê èíòåãðàëó

îò ôóíêöèè f è

∫ ∣∣∣[f ]N − f
∣∣∣ dµ→ 0.

(c) Ïóñòü ôóíêöèÿ f èíòåãðèðóåìà. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè hn � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè÷åííûõ

ôóíêöèé è

∫
|hn − f | dµ→ 0, òî èíòåãðàëû îò hn ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò f .

(d) Âûâåäèòå ñâîéñòâà ëèíåéíîñòè è ìîíîòîííîñòè èíòåãðàëà Ëåáåãà.

Çàäà÷à 9. Ïóñòü fn � èçìåðèìûå è íåîòðèöàòåëüíûå ôóíêöèè. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðÿä
∑
n

∫
fn(x) dµ

ñõîäèòñÿ, òî ðÿä
∑
n fn(x) ñõîäèòñÿ ïî÷òè âñþäó è åãî ñóììà ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé ôóíêöèåé.

Çàäà÷à 10. (a) Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ôóíêöèÿ f àáñîëþòíî èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â íåñîáñòâåííîì

ñìûñëå íà (0, 1], òî îíà èíòåãðèðóåìà ïî ìåðå Ëåáåãà íà [0, 1] è èíòåãðàëû ñîâïàäàþò.

(b) Ïðèâåäèòå ïðèìåð ôóíêöèè, êîòîðàÿ èíòåãðèðóåìà ïî Ðèìàíó â íåñîáñòâåííîì ñìûñëå íà (0, 1],

íî íå ÿâëÿåòñÿ èíòåãðèðóåìîé íà [0, 1] ïî ìåðå Ëåáåãà.

(c) Âûÿñíèòå ïðè êàêèõ α > 0, β > 0 ôóíêöèÿ f(x) èíòåãðèðóåìà íà [0, 1] ïî ìåðå Ëåáåãà, ãäå (i)

f(x) = xα| lnx|β , (ii) f(x) = xα sin(x−β).

Çàäà÷à 11. Ïóñòü gn ≤ fn ≤ hn, gn → g, hn → h è fn → f ïî÷òè âñþäó, èíòåãðàëû (ïî ìåðå µ) îò gn

ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò g è èíòåãðàëû îò hn ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó h. Äîêàæèòå, ÷òî èíòåãðàëû îò fn

ñõîäÿòñÿ ê èíòåãðàëó îò f .

Çàäà÷à 12. Ïóñòü fn ≥ 0, fn ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê f è

lim
n→∞

∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Òîãäà lim
n→∞

∫
|fn − f | dµ = 0. Ïîêàæèòå, ÷òî áåç óñëîâèÿ fn ≥ 0 ýòî óòâåðæäåíèå íå âûïîëíÿåòñÿ.


