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На приготовления уходит 90% времени.

МА-1.1. ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ И ПРЕДЕЛЫ

Переход к пределу — главный инструмент математиче-
ского анализа. Все основные понятия — производные, ин-
тегралы, длины, объёмы, ряды — получаются предельным
переходом.

§1. Предел и сходимость

Числовыми последовательностями an называют функции це-
лочисленного аргумента, типа an = n или, скажем, an = 1

n
.

Дабы подчеркнуть, что речь идёт не об n-м члене, а о всей
последовательности, — пишут иногда {an}, но чаще употреб-
ляют просто an, возлагая понимание на контекст.

• Числовая последовательность an сходится при n→∞ к
пределу a (пишут an → a, либо lim

n→∞
an = a), если

по любому ε > 0 можно указать такое N , что

|an − a| < ε для всех n > N.

О заумности такого определения, мешающей восприя-
тию, см. видео. Ликвидировать психологический барьер
помогает иногда взгляд на ситуацию с другой позиции.
Вот эквивалентное определение.

• Числовая последовательность an при n → ∞ сходится
к пределу a, если неравенство |an − a| < ε при любом ε > 0
может нарушаться только конечное число раз1.

1Т. е. лишь на конечной совокупности n ∈ N. Другими словами, an
не разрешается выпрыгивать из любой ε-окрестности (a− ε, a+ ε)
сколько угодно раз.
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Докажите эквивалентность, и чем чёрт не шутит, психо-
логические затруднения уйдут с вашего пути.

Всякая теория в начале пути проходит через какие-нибудь
тривиальности, которые всё же настраивают в резонанс, и
заслуживают хотя бы беглого взгляда.

• Если an → a, bn → b, и an < bn, то2 a 6 b.

• Если an → a, bn → b, то

an + bn → a+ b , γan → γa , anbn → ab

и an/bn → a/b при условии bn, b 6= 0.

JПусть дано любое ε > 0 и все an принадлежат
(
ε
2

)
-окрестности a

для n > N1, все bn —
(
ε
2

)
-окрестности b для n > N2. В этом слу-

чае все an + bn будут находиться в ε-окрестности точки a + b для
n > max(N1, N2). I Остальные свойства доказываются аналогично.

Приведённое рассуждение отдаёт казуистикой, но подоб-
ному формализму надо потихоньку учиться, чтобы уметь
работать не только топором, но и скальпелем. Однако на
первом этапе освоения новых понятий такими фокусами не
надо слишком увлекаться, чтобы не сбиваться с пути.

•Числовую последовательность, имеющую нулевой предел,
an → 0, называют бесконечно малой величиной.

Надо запомнить. Это неудобный сюрприз. Потому что
последовательность — не величина, а функция. Но без тер-
минологических накладок не обойдёшься. Мы же не воз-
ражаем против «подъёмного крана» из-за того, что «водо-
проводный» тоже кран. Здесь, надо полагать, an называли
поначалу «переменной величиной», затем — сэкономили.

2Здесь и далее «для всех n» и «n→∞» подразумеваются.
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•Последовательность an при n→∞ расходится (an →∞),
если по любому M > 0 можно указать такое N , что

|an| > M для всех n > N. (1)

Терминология здесь плавает. В случае (1) говорят о схо-
димости an к бесконечному пределу . Говорят также о стрем-
лении к минус или плюс бесконечности (пишут an → ∓∞),
если по любому M ≶ 0 можно указать такое N , что an ≶M
для всех n > N . При этом расходящиеся последовательно-
сти называют бесконечно большими величинами.

§2. Простейшие инструменты

• Теорема о трёх собачках. Если an < bn < cn и «край-
ние» последовательности an, cn сходятся к одному и тому
же пределу, то к этому же пределу сходится и bn.

J Если an, cn сходятся к одному пределу ζ, то с какого-то момента они
все попадают в ε-окрестность ζ, и bn, зажатое между an, и cn, попа-
дает в ту же ε-окрестность. Вот и все доказательство. «Договориться
с формалистом» предоставляется в качестве упражнения. I

Приведённый результат чаще всего работает в сценарии

0 < bn − b < cn, cn → 0, тогда bn → b. (2)

Дело в том, что данное в §1 определение предела имеет
изъян, поскольку опирается на сам предел, который бывает
неизвестен. Но часто предел угадывается, и тогда (2) пре-
вращает догадку bn → b в установленный факт.

Вот как это работает.

• В разложении n = [1 + ( n
√
n − 1)]n по формуле бинома Ньютона

возьмём лишь одно слагаемое C2
n(

n
√
n− 1)2, получится неравенство

n >
n(n− 1)

2
( n
√
n− 1)2,
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откуда 0 < ( n
√
n− 1)2 < 2

n− 1
, что по теореме о трёх собачках даёт

n
√
n→ 1

• Учитывая предыдущий результат и непрерывность функции loga x
при x = 1 (см. далее), получаем

loga n

n
= loga

n
√
n→ 0

• В данном примере обыгрывается лишь 1
n
→ 0 и, опять-таки с опере-

жением событий, непрерывность функции
√
1 + x в нуле:

√
n(
√
n+ 1−

√
n) =

1

1 +

√
1 +

1

n

→ 1

2
.

Упражнения
Доказать:

an

n
→∞ (a > 1), hn = 1 +

1

2
+

1

3
+ · · ·+ 1

n
→∞, n sin

1

n
→ 1.

• Лемма Вейерштрасса. Если последовательность an
монотонно возрастает (не убывает) и ограничена сверху3,
то она сходится, an → a <∞.

Это уже нетривиальный результат, но он прост в исполь-
зовании, и представляется интуитивно очевидным4.

Что касается его обоснования, то всё упирается в тео-
рию вещественных чисел. В зависимости от уровня стро-
гости построения вещественной прямой — соответствую-
щий окрас приобретает и лемма Вейерштрасса. Надлежа-
щий приличным кондициям вариант рассматривается да-
лее. Наивный вариант, дескать, «вещественные числа — это

3Т. е. существуют такие M и N , что an < M при n > N .
4Хотя насчёт очевидности интуиция заблуждается.
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десятичные дроби» — логически несостоятелен, но он при-
емлем на первом этапе освоения пределов, когда не до «фи-
лософских глубин». Сначала надо освоиться на этаже пре-
бывания. Потом можно будет вернуться назад, спуститься в
подвал, зайти к смежникам и т. п.

На территории десятичных дробей, будь они неладны, у расту-
щей и ограниченной последовательности с увеличением n перестаёт
меняться все большее число знаков после запятой5. Это последова-
тельно определяет бесконечную дробь a, которая и является пределом
an, ибо an может отличаться от a лишь в более и более высоких раз-
рядах по мере увеличения n, т. е. an − a→ 0.

§3. Как работает лемма Вейерштрасса

Не отвлекаясь на «зов глубин», посмотрим, каковы воз-
можности инструмента.

• Знаменитое число e = 2, 718 . . . определяется как предел(
1 + 1

n

)n

→ e (3)

J Покажем, что последовательность xn =

(
1 + 1

n

)n
монотонно

возрастает и ограничена. В разложении
(
1 + 1

n

)n
по формуле бинома

Ньютона k-й член

Ckn

(
1

n

)k
=

1

k!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
,

очевидно, растет при увеличении n (для фиксированного k). Кроме

того, с увеличением n растет число членов разложения
(
1 + 1

n

)n
. По-

этому xn монотонно возрастает. Кроме того, в силу Ckn

(
1
n

)k
6 1

k!
,

5Стабилизация десятичных знаков имеет место в условиях моно-
тонного роста an. У сходящейся последовательности an = 1+(−1/10)n
все десятичные знаки «прыгают» все время.
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последовательность xn ограничена, что вытекает из оценки

xn 6 1 + 1 +
1

2!
+ · · ·+ 1

n!
< 2 +

1

2
+ · · ·+ 1

2n−1
< 3.

Следовательно, лемма Вейерштрасса гарантирует её сходимость к неко-
торому вещественному числу (3), каковое «неожиданно» оказывается
одним из столпов мироздания6. I

• Отбрасывая часть слагаемых в разложении

xn =

(
1 +

1

n

)n
=

n∑
k=1

Ckn

(
1

n

)k
= 1 +

n∑
k=1

1

k!

(
1− 1

n

)
. . .

(
1− k − 1

n

)
,

при k 6 n получаем неравенство

xn ≥ 1 +
1

1!
+

1

2!

(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

k!

(
1− 1

n

)
· · ·
(
1− k − 1

n

)
,

переходя к пределу в котором, при n→∞ и фиксированном k, полу-
чаем оценку

e ≥ 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

k!
= yk,

справедливую при любом k. А поскольку ещё и xn < yn, то теорема о
трёх собачках приводит к другой полезной формуле для числа e,

e = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+ . . .

• Следующий рядовой пример показывает, что Вейерштрасс востре-
бован не только в уникальных ситуациях. В последовательности

xn =

√
p+

√
p+ · · ·+√p︸ ︷︷ ︸

n радикалов

на каждом следующем шаге последнее p в записи xn меняется на
p +
√
p, поэтому xn возрастает. Ограниченность устанавливается по

индукции. Неравенство xn <
√
p+ 1 верно при n = 1, а в предположе-

нии его справедливости для n− 1, оно верно и для n:

x2n = p+ xn−1 < p+
√
p+ 1 < (

√
p+ 1)2.

6Причины вездесущности числа e вскрываются далее.
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Поэтому Вейерштрасс гарантирует нам xn → a. Значение a определя-
ется переходом к пределу в равенстве x2n = p + xn−1, что даёт для a
квадратное уравнение a2 − a− p = 0.

§4. Предел функции

Далее рассматриваются функции y = f(x), сопоставля-
ющие вещественным значениям аргумента x вещественные
значения y.

• Число A называют пределом функции f(x) при x → a
(f(x) → A при x → a, пишут также lim

x→a
f(x) = A), если

по любому ε > 0 можно указать такое δ, что

|f(x)− A| < ε

при условии 0 < |x− a| < δ.

В случае x → ∞, конец определения таков: если по лю-
бому ε > 0 можно указать такое M > 0, что |f(x) − A| < ε
для любого x > M .

В связи с переходом от дискретного аргумента n к непре-
рывному x ситуация, конечно, меняется. Главным образом
это связано с возможностью стремления x к конечному пре-
делу, что в случае дискретного аргумента — бессмысленно.

Данное определение lim
x→a

f(x) = A — это та самая дефиниция на
(ε, δ)-языке, которая плохо укладывается в голове. Лучшее средство
для преодоления барьера — переиначьте определение сто раз, пере-
осмыслите, выверните наизнанку. Не бросайте крутить педали — и
второе дыхание придёт.

• Эквивалентное определение f(x → a) → A. Число A
называется пределом функции f(x) при x→ a, если

f(xn)→ A

для любой последовательности xn → a (xn 6= a)
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J Доказательство эквивалентности как будто совсем просто. Сле-
дование второго из первого очевидно. Обратное легко устанавливается
от противного. Что означает нарушение f(x) → A? При некотором ε
не найдется нужного δ. Другими словами, для любой последователь-
ности δn → 0 существуют такие xn, что

|f(xn)−A| ≥ ε, 0 < |xn − a| 6 δn, (4)

но это как раз противоречит второму определению. I

Кто увидит здесь фундаментальный провал рассуждения?
Оказывается, несмотря на разрешимость системы нера-
венств (4) при любом δn > 0, нельзя утверждать существо-
вание последовательности xn. Не на что сослаться. Нужна
специальная аксиома выбора: в любом семействе множеств
в каждом множестве можно выбрать по элементу. Идио-
тизм вроде бы. Кажется, что ломимся в открытую дверь.
Ясно, что можно. Ан нет. И эта аксиома выбора запускает
феноменальный детектив, см. парадокс Банаха – Тарского.

Определение непрерывности с помощью xn полезно на практике.
Например, если существование предела установлено, то для его на-
хождения достаточно определить предел f(x) для какой-нибудь одной
подпоследовательности xn.

Упражнение. При x→∞

lnx

x
→ 0,

ax

x
→∞,

(
1 +

1

x

)x
→ e.

• Если f(x)→ A, g(x)→ B при x→ a (или x→∞), то

f(x) + g(x)→ A+B, γf(x)→ γA, f(x)g(x)→ AB

и f(x)/g(x)→ A/B при условии g(x), B 6= 0.

Справедливы и другие аналоги утверждений о пределах числовых
последовательностей. Теорема о трёх собачках, например. Существо-
вание предела для ограниченной и монотонной f(x) тоже имеет место,
но его формулировку приходится уточнять7. Однако в целом никаких
особых трудностей здесь не возникает.

7Необходимо ввести понятия пределов слева/справа, или сни-
зу/сверху, когда x приближается к a снизу, x ↑ a, или сверху x ↓ a.
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Плодящиеся определения пределов могут переполнить
голову, если не смотреть в корень. Есть лишь одно поня-
тие предела. Одна идея, одна схема. Остальное — вариации,
каковые должны всплывать в голове сами по себе. Если не
всплывают — тренируйтесь ещё, ходите кругами, но добей-
тесь результата. Что касается вариаций, то они определяют-
ся природой переменных (которые могут быть векторами,
функциями и т.п.) и мерами близости |x− a|, |f − A|.

• Важный пример. Легко видеть, что площадь 4OAC меньше (<)
площади сектора OAC, которая < площади 4OBC, т. е.

O

A
B

Cx

1

2
R2 sinx <

1

2
R2x <

1

2
R2 tg x,

откуда

cosx <
sinx

x
< 1,

что по теореме о трёх собачках даёт

sinx

x
→ 1 при x→ 0

• Функция f(x) в случае f(x)→ 0 называется бесконечно малой, в
случае |f(x)| → ∞ — бесконечно большой.

• Если f(x)→ 0, g(x)→ 0, и f(x)/g(x)→ 0, то говорят, что f имеет
более высокий порядок малости по сравнению с g, и пишут f = o(g),
читая «f есть o малое от g».

Например, x2 = o(x) при x→ 0, (x− 5)4/3 = o(x− 5) при x→ 5.

§5. Непрерывные функции

• Функция f(x) называется непрерывной в точке x0, ес-
ли f(x) → f(x0) при x → x0. Функцию, непрерывную в лю-
бой точке [a, b], называют непрерывной на [a, b].
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Дабы «чувствовать берега», сразу полезно взглянуть на разрывные
функции. Разрывы могут выглядеть так

x

f(x)

x0 x

f(x)

x0

Можно пофантазировать в диапазоне от y = sin 1
x

до функции, кото-
рая в рациональных точках равна нулю, в иррациональных — единице.

• Функция f(x) непрерывна в точке x0 и томм случае, если по лю-
бому ε > 0 можно указать такое δ, что

|f(x)− f(x0)| < ε, если |x− x0| < δ.

•Непрерывная на [a, b] функция ограничена снизу и сверху8, и
достигает своих минимального и максимального значений.

Упражнения

Плавать, — только по книгам не научишься. Приходит-
ся лезть в воду и какое-то время терпеть дискомфорт.
С математикой — такая же история.

1. Сконструировать определения: непрерывности слева и справа9;
разрывов слева и справа; бесконечного предела, f(x)→∞.

2. Если f(x) непрерывна на отрезке [a, b], и f(a) = A, f(b) = B, то
для любого C, лежащего между A и B, можно указать точку
c ∈ [a, b], в которой f(c) = C (теорема Больцано – Коши)10.

8Это утверждение называют теоремой Вейерштрасса.
9Функции в точке.

10Подсказка: сначала полезно убедиться (бесконечным последова-
тельным делением [a, b] пополам) в существовании такого c ∈ [a, b],
что f(c) = 0, если A и B имеют разные знаки.
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3.
lim
x→0

ax − 1

x
= ln a (a > 0).

4.

lim
x→0

(1 + x)λ − 1

x
= λ (λ > 0).

5.

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex.

6.
lim
x→0

xsin x = 1.

7.

lim
n→∞

(
cos

x

n
+ λ sin

x

n

)n
= eλx.
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